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SYSTEME DE TRANSMISSION NUMERIQUE WIULTIPORTEUSE UTILISANT UN TRANSMULTIPLEXEUR 
OQAM. 



Systeme dans lequel 
' un signal contenant des sequences de synchronisation 
qui definlsseni une structure temporelle consistant en des 
trames, supertrames et hypertrames, est appliqu^ dans 
I'emetteur (1 00) a I'entree d'au moins un souscanal reserve 
a la synchronisation, I'lnformatlon utile etant port^e par I'en- 
veloppe du signal complexe OQAIVl. le m6me signal conte- 
nant des donnees representant le nombre de bits affectes a 
chaque souscanal, 

' a la sortie du banc de filtres d'analyse (21 0) dans le re- 
cepteur, le signal du souscanal de synchronisation est ap- 
plique a un module de traitement (270) qui effectue la 
detection d'enveloppe pour obtenir le signal de commande 
de la boucle de phase d'horloge. Identifie les sequences de 
synchronisation el detecte les donnees d*affectaiion des 
bits, 

- les signaux des autres souscanaux dans le recepteur 
sont appliques chacun a un egaliseur en structure cascade 
(220). un detecteur de donnees (230) et un convertisseur 
parallele serie (240) qui foumit les donnees de sortie, 

- un dispositif (250) utilise les erreurs de sortie de I'ega- 
liseur et du detecteur de donnees pour estimer ta capacite 
de chaque souscanal et le nombre de bits a lul affecter. 



Application: transmission de donnees numeriques dans 
un canal de communication. 
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Description : 

L'invcntion concerne un systeme pour la transmission de donnees 
numeriques sur un canal de communication en utilisant une modulation multiporteuse 
et, plus particulierement, une methode amelioree basee sur le transmultiplexeur 
avec modulation OQAM pour Papplication a un tel systeme. 

5 Un systeme de transmission multiporteuse, par opposition a un systeme 

monoporteuse, utilise un ensemble de frequences differentes reparties dans la bande de 
frequence du canal de transmission pour transmcttrc les donnees. L'avantage principal 
est que le debit pent etre ajuste pour chaque porteuse en fonction de la puissance du 
bruit et de la distorsion presents au voisinage de cette porteuse. Par suite, on peut 

1 0 mieux approcher la limite theorique de la capacite d'information ct, en particulier, les 
canaux de mauvaise qualite peuvent etre exploites, comme par exemple certains canaux 
de communication sans fil, les lignes du reseau d'energie ou les lignes d'abonne 
telephonique en haute ou tres haute frequence. Une presentation detaillee des systemes 
de transmission multiporteuses existants ainsi que leurs merites par rapport aux 

15 systemes monoporteuses se trouve dans I'ouvrage de W.Y.Chen intitule : « DSL- 
Simulation Techniques and Standards Development for Digital Subscriber Line 
Systems », MacMillan Technical Publishing, Indianapolis, USA, 1998. 

Pour realiser efTicacement une transmission multiporteuse, deux approches 
ont eie considerees jusqu'a mainlenant. La premiere et la plus utilisee est appelee 

20 OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) ou encore DMT (Digital Multi- 
Tone) et elle est basee sur la transformation de Fourier rapide FFT. Elle a fait I'objet de 
beaucoup derecherches et de developpements. Selon cette technique, les donnees sont 
arrangees en blocs qui sont transmis par des porteurs orthogonaux et separes par des 
temps de garde, qui doivent etre plus grands que la reponse impulsionnelle du canal, afin 

25 de preserver Porthogonalite des porteurs a la reception. En depit de son potentiel, 

rOFDM/DMT presentc un ensemble de faiblesses qui font que ses performances sont a 
peine superieures a celles des techniques monoporteuses : il faut introduire un egaliseur 
temporel complexe en tete du recepteur pour reduire la longueur de la reponse 
impulsionnelle du canal, la synchronisation doit ctrc rcalisee avec une tres grande 
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precision, une longue phase d'initialisation est necessaire ct les porteurs et souscanaux 
sont inal separes. ce qui reciuil la capacite du systeme en presence dc brouillcurs. En fait, 
11 faut un canal de bonne qualite pour que ce systeme fonclionnc convenablement. Une 
documentation abondante est disponible sur ce sujet dans la litterature et une liste de 

5 references bibliographiques figure dans I'ouvrage de W.Y.Chen. 

Une seconde approche vise a corriger certaines des faiblesses de 
rOFDM/DMT par Tutilisation de transformations plus evoluees que la FFT, comme la 
transformee avec recouvrement ou la transformee en ondelette. L'idee est d'ameliorer la 
separation entre les porteurs, ou souscanaux. Ce sujet a fait Tobjet de beaucoup de 

10 travaux theoriques et on peut consulter par exemple Tarticle de S.D.Sandberg et 

M. A.l zannes : « Overlapped Discrete Multitone Modulation for High Speed Copper 
Wire Communications », lEEE-JSAC, Vol.13, N^9, decembre 1995. Bien qu'elles 
ameliorent effectivement la separation entre souscanaux, ces transformations conservent 
certaines des faiblesses critiques de T OFDM/DMT et, notamment, les contraintes de 

15 synchronisation temporelle. 

En fait, Tapproche ideale pour une transmission nuilliporteuse est celle qui 
rend les souscanaux independants, ce qui se realise avec des bancs de filtres. Ce fait est 
connu depuis longtemps et une mise en oeuvre efflcace de bancs de filtres pour systemes 
de transmission, basee sur la combinaison d'une FFT avec un reseau polyphase, a ete 

20 presentee dans Tarticle de M.Bellanger et J.Daguet intitule : « TDM-FDM 

Transmultiplexer : Digital Polyphase and FFT », IEEE Transactions, Vol.COM-22, 
septembre 1974. Plus tard, une technique appelee OQAM (Orthogonal Quadrature 
Amplitude Modulation) a ete proposee pour la transmission multiporteuse avec banc de 
filtres et on peut se reporter a I'article de B.Hirosaki intitule « An Orthogonally 

25 Muhiplexed QAM System Using the Dicrete Fourier Transform », IEEE Transactions 
Vof.COM-29, juillet 1981. Sa principale caracteristique est que la cadence 
d'echantillonnage des souscanaux est double de la cadence deNyquist, done de 
respacement entre les souscanaux, et les donnees sont transmises aUernativement sur les 
parties reelle et imaginaire du signal complexe de chaque souscanal, en alternant en plus 

30 entre souscanaux adjacents. Les distorsions iniroduiles par le canal de transmission 

peuvent etre reduites par un egaliseur multibranche dans chaque souscanal. Recemment, 
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il a ete niontre qu'un egaliseur monobranche p(^uvait remplir cette fonction et on peut se 
reporter a Particle de L.Qin el M.Bellanger intitule : « Equalization Issues in 
Multicarrier Transmission Using Filter Banks », Annales des Telecommunications, 

Vol.52, N°l-2janvier 1997. 

■ En depit de ses avantages theoriques, la technique multiporteusc OQAM est 
rarement envisagee pour des systemes reels. Une raison essentielle tient aux problemes 
que pose le principe d'alternance, et qui n'ont pas trouve de solution satisfaisante a ce 
jour, pour les algorithmes d'egalisation, la synchronisation des porleurs et I'organisation 

temporelle du systcmc. 

C'est un objet de la presente invention de realiser un systeme de 
transmission multiporteuse robuste et efTicace, utilisant le principe du transmultiplexeur 
pour les bancs de filtres, combine a la modulation OQAM. 

Get objet ainsi que d'autres sont realises par la presente invention, selon 
laquelle un signal contenant des sequences de synchronisation qui defmissent une 
stnicture temporelle consistant en des tramcs, supertrames et hypertrames, est applique, 
dans I'emetteur, a I'entree d'un ou plusieurs souscanaux reserves a la synchronisation, 
rinformation utile etant portee par I'amplitude ou enveloppe du signal complexe 
OQAM. Le meme signal conlient aussi des donnees de service donnant le nombre de 
bits affectes a chaque souscanal. Dans les aulres souscanaux, une courte sequence fixe 
est introduite periodiquement pour servir de signal de reference aux egaliseurs de 
souscanaux dans le recepteur. 

A la sortie du banc de filtres d'analyse dans le recepteur, le signal 
correspondant au(x) souscanal (aux) de synchronisation est applique a une premiere 
cascade comportant un egaliseur d'amplitude, un detecteur d'enveloppe et un filtre qui 
delivre le signal de commande pour la boucle a verrouillage de phase associee au 
generateur d'horloge du recepteur et a une seconde cascade comportant un egaliseur de 
phase et d'amplitude, un detecteur de donnees et un dispositif pour 1' identification des 
sequences de synchronisation de supertrame et hypertrame ain.-ii que I'extraction des 
donnees de service. Les autres sorties du banc de filtres d'analyse sont appliquees a des 
egaliseurs de souscanaux en cascade constitues de trois elenieiits chacun, un egaliseur 
d'amplitude, un egaliseur de phase et un egaliseur fin. Chaque egaliseur de souscanal est 
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suivi par un extracteur de donnees et ies deux ulilisent l^intbrmation fournie par le 
souscanal de synchronisation pour effcctucr leurs fonctions. Les signaux d'erreur de 
sortie sont utilises pour determiner le nombre de bits aftectes a chaque souscanal et 
rinformation est transmise au terminal distant par le(s) souscanal(aux) de 
synclironisation, a chaque hypcitrame. 

Avec le systeme de Tinvention. ii n'est pas necessaire d'introduire une 
sequence speciale d'initialisation au debut de la transmission ou apres une interruption, 
et la repartition du debit entre Ies souscanaux peul eire ajustee continuellement pendant 
la transmission. 

La description suivante, faite en regard des dessins ci-annexes, le tout donne 
a titre d'exemple non limitatif fera bien comprendre comment T invention peut ctre 
real i see. 

La figure 1 est un schema bloc simplifie d'un systeme de transmission multiporteuse 
conforme a 1' invention. 

La figure 2 est un schema bloc de Temetteur multiporteuse numerique. 

La figure 3 est un dessin montrant la forme d'onde de Tenveloppe du signal dans le 

souscanal de synchronisation. 

La figure 4 est un schema bloc du rccepteur multiporteuse numerique. 
La figure 5 est un schema bloc de I'egaliseur de souscanal 

La figure 6 est un schema bloc montrant les fonctions impliquees dans le traitement 

des signaux re9us dans le souscanal de synchronisation. 

Le schema bloc d'un systeme de transmission multiporteuse donne a la 
figure ] coirespond au cas d' application a la ligne telephonique d'abonne numerique. Le 
train binaire d'entree d(n) est applique a un emettcur multiporteuse 100, qui forme le 
signal Se(n) et est lui-meme relie a un module 10 qui etfectue la conversion numerique- 
analogique (N/A) et les fonctions d'interface analogique d'emission. Get interface 
analogique comporte essentiellement un amplificatcur et un filtre passe-bas ou passe- 
bande pour limiter le spectre du signal envoye au circuit hybride 11. L'hybride est relie 
a la paire torsadee 14 et son acces reception est relie a un module 12 qui effectueles 
fonctions dMnterface analogique de reception et la conversion analogique-numcrique 
(A/N). L'interface analogique comporte un filtre passe-bas ou passe-bande pour eviter le 
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repliement et un amplificateur a gain variable. Si une iransnussion symelrique esi 
envisagee, le converlisseur A/N est relie a un annuleur d'echo 13 qui garantit un niveau 
dc separation convenable entre les deux sens de transmission. L'annuleur d'echo foumit 
le signal Sr(n) et il est relie au recepteur muitiporteuse 200 qui delivrc le train binaire 
de sortie d'(n). Une description detaillee des interfaces analogiques, des circuits 
hybrides, des convcrtisseurs /VN et N/A ainsi que des annuleurs d'echo est donnee dans 

I'ouvrage de W.Y.Chen. 

La presente invention concerne I'emetteur muitiporteuse 100 el le recepteur 
200 qui sont representes avcc davantage de details sur les figures 2 et 4 respectivement. 

En se reportant a la figure 2, on voit que les donnees d'entree d(n) sont 
traitees par une cascade de trois modules, un convertisscur serie/parall^le 110, un 
modulateur OQAM 120 et un banc de f.ltrcs de synlhese (BFS) 130 pour produire le 
signal muitiporteuse emis Se(n). De meme,comme le montre la figure 4, le signal 
numerique muitiporteuse re^u Sr(n) est traite par une cascade de quatre modules, un 
banc de filtres d' analyse (BFA) 210, un egaliseur de souscanal 220, un extracteur de 
donnees 230 et un convertisscur parallele/serie 240, pour produire la sequence des 
donnees de sortie d'(n). En I'absence d'erreurs de transmission, d(n) ei d'(n) sont 

identiques, a un retard pres. 

Les bancs de filtres BFS 1 30 et BFA 2 10 component un processeur de FFT 
relie a un reseau polyphase comme decrit dans 1' article de M.Bellanger et J.Daguet. En 
designant par fs la frequence d'echantillonnage du signal muitiporteuse et par N la 
dimension de la FFT. egale a deux fois le nombre de souscanaux. I'espacement entre 
souscanaux est egal a fs/N et les modules BFS et BFA fonctionnent a la cadence 2(fsm). 
Par exemple, en transmission sur ligne d'abonne, on peut prendre les valeurs suivantes : 
fs = 2048 kHz ; N = 512 ; fsm = 4 kHz ; 2(fs/N) = 8kHz. 

La particularite des bancs de filtres, BFS 130 et BFA 210 reside dans les 
valeurs de leurs coefficients, qui sont soit identiques soil ti es proches. On les calcule. 
par exemple, a partir d'un filtre prototype de reponse en frequence H(f) qui est du type 
demi-Nyquist en bande passante et presente rafTaiblissemcnt maximal en bande 
affaiblie. Par suite, Tensemble des bancs de filtres BFS et BFA possede une reponse 
H-(f) qui satisfait le premier critere deNyquist. 11 est avantageux que H-(0 satisfasse 
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egalemenl le second crilere de Nyquist car, alors, les echaniillons de signal 
interniediaires prennent des valeurs bien definics. Par exemple, si les echantillons de 
donnees appliques aux parlies rcelle et imaginaire d'un souscanal sont ±1, les 
echantillons inlermediaires a la sortie de I'ensemble BFS-BFA pour ce souscanal 

5 prennent Tune des trois valeurs { +1 ; 0 ; -1 ) . 

Un choix possible est une approximation de la fonction suivante 

Ht(f) = cos(7iNf/2fs) ; 0 < jf] <fs/N (1) 

Ht(f) = 0 ; fs/N < If] < fs/2 

obtenue par exemple avec un developpennent en serie de Fourier. Dans ces conditions, le 

10 filtre prototype a M=2P-t-l coefllcients de rcxcniple a pour coefTicienls 

hi = cos(7i i / 256) / [1 - (i/128)'] ; -P < i < P (2) 

Le signal xi a I'entree du block BFS 130 qui correspond au souscanal i, est fourni par le 
modulateur OQAM 120, un dispositif qui associe les donnees d'entree di a des 
echantillons quantifies de signal xi conformement a des regies bien determinees, comme 

15 il est connu en transmission de donnees et decrit, par exemple, dans le livre de 

W.Y.Chen. La particularite est seulement que les echantillons de signal prennent des 
valeurs reclles et imaginaires alternativement, pour obeir au principe de la modulation 
OQAM et que le nombre de niveaux est determine par un signal de controle externe 
denote « scdatar » sur la figure 2. Ce signal de controle ajuste le nombre de bits transmis 

20 par un souscanal a la capacite estimee pour ce souscanal, comme explique par la suite. 
Par exemple si le souscanal i peut transporter 1 bit, Techamillon xi peut prendre les 
valeurs ±1 et sMl peut transporter 2 bits, Pechamillon xi peut prendre les valeurs : -1,5 ; 
-0,5 , 0,5 ou 1,5. 

Le convertisseur serie-parallele 1 10 repartit la suite des donnees d'entree 
25 d(n) en autant de sous-suites qu'il y a de souscanaux utilises et, pour chaque sous-suite, 
il constitue des goupes de bits di, sous le controle du signal externe scdatar, pour 
alimenter le modulateur OQAJVl 120. Un signal externe suppiementaire, denote « timing 
1/64 » sur la figure 2, est utilise pour inserer la sequence de reference dans le signal 
comme il est explique par la suite et il est applique a la fois au convertisseur serie- 
30 parallele et au modulateur OQAM. 

Dans le systeme, au moins un souscanal est reserve a la transmission 
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du signal de synchronisation decrit ci-apres et des donnees de ser\'ice. Le signal 
correspondant xis est genere par le module « synchro+daia » 150, les donnees de 
scmce, denotees « scdatae » sur la figure 2, etanl fournies par le recepteur 200 
represente a la figure 4. 
5 L'organisation temporelle du sysleme comporte 3 niveaux qui sont : 

1) la trame : c'est la pcriode de base du systenie, lice a I'espacement entre souscanaux 
fs/N. Par exemple, si fs/N=4kHz, une trame dure 0,25 ms. La Iranie est utilisee pour la 
transmission des donnees utiles, Tegalisation des souscanaux et la synclironisation. 

2) la supeitrame : elle a une duree de Nl trames. Par exemple, si Nl=64, la 

10 duree de la supertrame est. de 1 6 nis. Elle est utilisee pour Tegaiisation supervisee des 
souscanaux, les nnesures de niveaux de bixiit et la synchronisation. 

3) rhypertrame : elle a une duree de N2 supertrames. Par exemple, si N2=64, 
rhypertranie dure 1024 ms. Elle est utilisee pour confirmer ou modifier les debits 
binaires affectes aux souscanaux, 

15 Pour la synchronisation, un souscanal au inoins iransporte un signal 

particulier. Ce peut etre le souscanal 69 par exemple, dont la frequence centrale est de 
4 kHz x 69=276 kHz. Le signal de synchronisation est congu pour permettre une 
commande robuste et efllcace des instants d'echantillonnage dans le recepteur et aussi 
pour permettre le verrouillage de trame, supertrame et hypertrame. 11 contient la 

20 sequence de synchronisation de supertrame suivante 

SFP = { 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 111-1-1-1-11} 
Avec Talternance des donnees reelles et imaginaires exigee par la technique OQAM et 
Toperation de filtrage effectuee par les bancs de filtres, une telle sequence produil, a la 
reception et en I'absence de distorsion d'amplitude dans le canal de transmission et de 

25 signaux dans les souscanaux voisins, un signal complexe dont le carre du module v(n) 
est une sinusoide a la frequence fs/2N d'amplitude 0,5 superposee a une composante 
continue d'amplitude 1,5 comme le montre la figure 3. Avec les valeurs numeriques 
donnees precedemment, fs/2N^2 kHz, SFP a une duree de 2 ms et produit 4 periodes de 
la sinusoide a 2 kHz, comme le montre la paitie gauche de la figure 3. Comme la 

30 supertrame a une longueur de 16 ms, il reste 14 ms pour la transmission des donnees de 
service. Elles sont codees comme suit : 
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P0 = ±{1-1-1 1 } pour un « zero » : Pl-±!1 1 1 1) pourun«un» 
De plus, deux donnees consecutives som separees par une periode de la sinusoide a 
2 kHz, comme le montre egalcmcnt la figure 3. 

Le signal utilise pour commander la boucie a verrouillage de phase associee 
5 a roscillateur qui delivre la frequence d'echanlillonnage du signal re^u, ou generaieur 
dMiorloge du recepteur, est obtenu en filtranl la composante a 2 kHz dans v(n). Cette 
fonction est avantageusement realisee en deux etapes. D'abord un signal c(4n), a la 
frequence d'echantillonnage de 2 kHz est fourni par le calcul suivanl 

c(4n) = v(4n) - v(4n-l) - [ v(4n-2) - v(4n-3)] (3) 
10 Ensuite, une operation de moyennage permet d'aHTaiblir !e bruit et les interferences des 
canaux voisins. Elle correspond aux calculs 

ca(4n) = (]-£) ca[4(n-l)] + e c(4n) W 
ou 6 est une constante de faiblc valeur, par exemple e = 10*^ C'est le signal ca(4n) qui 
est utilise pour commander la boucie a verrouillage de phase du generateur d'horloge. 
] 5 Dans les symboles PO et PI, le signe ± est utilise comme indique figure 3 

pour assurer que les fronts niontants et descendants du signal a 2 kHz gardent une 
position relative fixe dans le temps, quelles que soient les donnees de service transmises. 

La sequence de synchronisation dMiypertrame HFP intervient toutes les 64 
supertrames et, au debut de la supenrame correspondante, la sequence SFP est repetee 
20 trois fois de suite pour former la sequence ITFP suivante: 
HFP = {SFP, SFP, SFP, SFP) 
En vue de Tegalisation dans le recepteur, une caracteristique supplenientaire du 
modulateur OQAM 120 dans I'emetteur est qu'il impose des valeurs fixes aux deux 
premiers echantillons de la supertrame dans chaque souscanal, par exemple : ±[1 ; 1]. 
25 Un signe particulier peut etre attribue a chaque souscanal, pour eviter de produire un pic 
d'amplitude dans le signal multiporteuse eniis Sc(n) au debut de chaque supertrame. 

Dans le recepteur, le signal muUiporteuse regu Sr(n) est traite par un 
ensemble de quatre blocs, le banc de filtres d^analyse 210, un egaliseur de souscanal 
220, un module d'extraction des donnees 230 et un convertisseur parallele-serie 240. 
30 L'egaliseur de souscanal 220 comporte lui-meme trois sous-ensembles et il est represents 
a la figure 5. Sur cette figure, dans le souscanal i, I'egaliseur d'amplitude 221 regoit la 
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sequence d'entree xir(n) el une reference d'amplitudc ra fournie par le module 
d'affectation des bits 250. Ceite reference d'amplitude ra represente la valour theorique 
dc la valeur efficace du signal de donnees dans un souscanal. Pour des donnees a 1 bit, 
ra=l. L'egaliseur d'amplitude 221 calcule un gain variable gl(n), il multiplie le signal 

5 par ce gain et fournit le resultat yi(n) a l'egaliseur de phase 222. Le gain variable est 
obtenu par deux operations 

sgm(n+)) = (l-£) sgm(n) + 6 |xir(n+l)| (5) 
ou |x| est le module de x et e est un nombre reel de faible valeur, par exemple s=10"^. 
gl(n+l) = ra / sgm(n+l) (6) 

10 Ensuite, l'egaliseur de phase 222 niultiplie son signal d'entree complexe 

yi(n) = yir(n) + j yii(n) par un gain complexe g2 = a ^ j b pour produire la sonie ui(n). 
Le gain est mis a jour au debut de la supenrame, en utilisani les deux premiers 
echantillons, notes yi(n) et yi(n+l). En fait, on resout un systeme matriciel au sens des 
moindres carres 



15 


yir(n) 


- yii(n) 




a 




1 




yii(n+l) 


yir(n+l) 




b 




1 



Une realisation preferee de I'algorithme est la suivante 

a = A/C ;b = B/C (8) 
20 ou les quantites A, B et C sont mises a jour a chaque supertrame par les equations 
A(p+1) = (1-s) A(p) + e [yir(n+l) + yii(n)] (9) 
B(p+1) = (1-8) B(p) + z [yir(n) - yii(n-M)] 
C(pM) = (1-e) C(p) + e [yir(n)yir(n+l) + yii(n)yii(n+l )] 
Le parametre 8 est une constante de valeur faible, par exemple 8=10"^ et p est I'indice de 
25 supertrame. Les valeurs initiales peuvent etre A(0)=10'^ , B(0)=0 , C(p) etant maintenu 
superieur a 10"^ . Une fois le gain complexe calcule, un signal d'erreur reel est obtenu 
par les deux equations 

eip(n) = 1 - [a yir( n) - b yii(n)] (10) 
eip(n+l) = 1 - [b yir(n+l) + a yii(n-i-l)] 
30 Ce signal d'crreur est utilise pour Testimation du niveau de bruit, comme indique plus 
loin. L'egaliseur fm 223 calcule la sortie suivante 
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1 

vi(n+l) = ui(n) + I hk(n) ui(n-k) (11) 
k = -l 

qui alimente le module d'extraction des donnees 230. La fonclion de Tegaliseur fin est 
de completer la tache des deux premiers modules, en particulier d'eliminer la distorsion 
residuelle. Ses coefficients hk(n) ont genera lemeni des valeurs petites et i!s pen vent etre 

5 mis a jour a la cadence de la supertrame avec le meme signal de reference que 

I'egaliseur de phase 222. De plus, ils peuvenl elre mis a jour pendant la transmission des 
donnees utiles, avec le signal d'erreur ei(n) fourni par Texlracteur de donnees 230 et 
Talgorithme du gradient 

hk(n-Hl) = hk(n) + 5 ei(n+l) ui(n-k) (12) 

10 ou le pas d'adaptation 5 prend una valeur faible, par exemple 5=10"^. On dit alors que 
I'egaliseur est du type dirige par la decision. 

En se reportant maintenant a la figure 4, la capacite d'un souscanal est determinee par le 
bloc « capacile+bit assign » 250. Ce bloc re^oit le signal d'erreur eip de I'egaliseur de 
phase et le signal ei du bloc d'extraction des donnees 230. 11 calcule les deux variables 

15 El(p) = (l-8l)El(p-l)+ 8] [eip'(n) + eip'(n+l)]/2 (13) 

E2(n) = ( 1 -82) E2(n- 1 ) + 82 [ ei'(n) ] (1 4) 

ou les parametres el et e2 prennenl des valeurs faibles, 10"^ et 10""^ respectivement par 
exemple. La quantite El(p) est calculee a chaque supertrame et elle est representative 
de la puissance de la distorsion et du bruit dans le souscanal, avant egalisation fine. La 

20 quantite E2(n) est calculee a la cadence de 8 kHz et elle est representative de la 

puissance du bruit dans le souscanal. En fonctionnement normal, avec les equations 
(13) et (14), E2(n) est plus petit que El(p) et la difference depend de Tamelioration 
apportee par Tegaliseur fin. En se basant sur les resultals de ces calculs, la decision est 
prise au debut de chaque hypertrame de conserver ou de modifier le nombre de bits 

25 affecte a chaque souscanal. Ensuite, Tinformation correspondante, nolee « scdatae » est 
appliquee au bloc « synchro+data » 150 de Temetteur 100, pour transmission au 
temiinal distant pendant la presente hypertrame et au bloc d'extraction des donnees 230 
dans le recepteur 200. pour etre utilisee a Thypertrame suivante. La determination du 
nombre de bits Mb affecte au souscanal se fait en deux etapes. D'abord, Nb est calcule 

30 par la formule 



•J 
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Nb - Int [ Log2( l/*El(py)- 1 ] ; El(p)<0.25 (15) 
ou lnt[x] est la partie entiere de x. Ce calcul pent se faire en comparant E l(p) a un 
ensemble de seuils. Ensuite, E2(n) est utilise pour coiifirmer la decision ou rameliorer. 
Par exemple si E2(n) est inferieur a El(p)/4, le nombre de bits peut etre augmente d'une 
5 unite. 

Le nombre de bits aflecte a chaque souscanal est limite par la capacite des 
donnees de service. Comme indique precedemment et illustre a la figure 3, le signal de 
synclironisation peut transporter 14 bits de donnees de service dans une supertrame avec 
les valeurs numcriques donnees. Si 3 bits sont reserves pour representer le nombre de 

1 0 bits affecte a chaque souscanal, 4 souscanaux peuvent etre pris en compte par une 
supertrame et si 240 souscanaux sont exploites, il sutTit de 60 supertrames pour 
transmettre la totalite de rinformalion de capacite. Avec ces valeurs, le nombre de bits 
aflecte a chaque souscanal est compris dans rinterA'alle [0,7]. 

Le module d'extraction des donnees 230 refoit le signal vi(n) de Tegaliseur 

1 5 de souscanaux 220 et efTectue I'operation de quantification sur les parties reelle et 

imaginaire alternativement, en utilisant rechelle de quantification associee au nombre 
de bits affecte au souscanal. La representation binaire de la valeur quantifiee dir est 
appliquee au convertisseur paralleie-serie 240 el Tej reur de quantification ei(n) est 
renvoyee a I'egaliseur de souscanal 220 pour etre utilisee selon requation(12). Le 

20 convertisseur parallele-serie 240 fournit la suite des donnees de sortie d'(n). 

Le bloc « traitement syncliro » 270 est presente a la figure 6. 11 re^oit le 
signal du souscanal de synchronisation xisr et efTectue I'egalisation d'amplitude par le 
bloc 271, comme decrit precedemment pour les autres souscanaux. Le signal obtenu, 
yis(n) est appliqu6 au module « envelop-detection » 272 qui calcule la variable 

25 v(n) = |yis(n)|^ . Ensuite, le signal de commande ca(4n) est genere par le bloc 273 
comme explique ci-dessus et selon les equations (3) et (4). 

Le signal de souscanal xisr est egalement applique a Tegaiiseur d'amplitude et phase qui 
produit le signal uis(n), a parlir duquel les donnees binaires a 8 kHz sont restituees, a 
Taide du detecteur de donnees 275. En fait, les donnees bs(n) sont obtenues en prenant 
30 le signe des parlies reelle et imaginaire alternativement de la suite uis(n) et elles sont 

transmiscs au bloc ^< verrouillagc ct data extraction » 276, qui efTectue la reconnaissance 
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des sequences de verrouillage de supertranie et hypertranie et delivre I 'information 
temporelle correspond anie, designee par « liming 1/64 » sur les figures. Ce mcmc bloc 
effcctue egalement le demultiplexage des donnees d'affectation des bits, notees 
« scdatar » et transmises au modulateur OQAM 120 de cliaque souscanal ainsi qu'au 

5 convertisseur serie-parallele 1 10 dans I'emetieur du systeme. 

Selon une caractcristique importante de {'invention, dans la bande de 
frequence du canal de transmission, des parties de mauvaise qualite peuvent etre 
exploitees par la combinaison de plusieurs souscanaux. En effel, dans chaque 
supertranie, le signal du souscanal do synchronisation porte les donnees d'affectation 

10 des bits pour un groupe de quaire souscanaux. Si, pour ces quatre souscanaux, les 

estimations de puissance de bruit Elj(p) avecj= 1,2,3 et 4 sont toutes plus grandes que 
0,0625, ce qui enlraineNb=0 pour chacun, et si la condition suivante est satisfaite 
4 

E ( 1 /EljCp)) > 16 06) 

alors, le meme signal de doniiee a 1 bit est applique a ces souscanaux dans I'emetteur et 
1 5 les sorties correspondantes ui+j (n) des egaliseurs de phase dans le recepteur sont 
ajoutees avec les ponderations suivantes 
4 

sum(n)= Z ui+j(n)/Elj(p) (l^) 

et les donnees d'entree sont restituees en prenant le signe de la variable sum(n). Avec 
cette technique, une suite de donnees a un bit est transmise par 4 souscanaux. 
20 Evidemment, c'est un exemple et des combinaisons d'autres nombres de souscanaux, 
comme 2,3,8 ou 16, peuvent etre envisagees. La sortie vi(n) de I'egaliseur de souscanal 
220 peut aussi etre utilisee dans cette operation. 

Diverses modifications de la presente invention peuvent apparaTtre a 
rhomme de Tart au vu de la presente description et des schemas qui I'acconipagnent. 
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REVENDICATIONS 

1- Systeme de transmission numerique multipoiteuse comprenant un emetteur 
100 et un recepteur 200, 

I'emetteur 100 comprenant des moyens pour diviser la suite des donnecs 
d'cntree d(n) en un nombre de sous-suites egal au nombre de souscanaux utilises, des 

5 moyens 120 pour effectuer une modulation OQA.M sur chaque sous-suite et produire 
un ensemble de sequences xi, chaque sequence etant appliquee a Tentree d'un banc de 
filtres de synthese 130 qui produit le signal numerique multipoiteuse de sortie Se, des 
moyens 150 pour former un signal de synchronisation et de donnees de service xis dans 
au moins un de I'ensemble des N souscanaux du systeme, 

10 le recepteur 200 comprenant un banc de filtres d'analyse 210 pour produire, a 

partir du signal d'entree Sr, un ensemble de sequences xir egal au nombre de 
souscanaux utilises, chaque sequence etant appliquee a I'entree d'un egaliseur de 
souscanal 220, un extracteur de donnees 230 pour trailer la sortie de I'egaliseur et 
alimenter un convertisseur parallele-serie 240, qui produit la suite de domiees de sortie 

1 5 d'(n), des moyens 270 pour detecter le signal de synchronisation et de donnees de 
service, des moyens 250 pour estimer le niveau de bruit dans chaque souscanal et 
decider du nombre de bits a affecler, 

systeme caracterise en ce que I'egaliseur de souscanal 220 est constitue par la mise en 
cascade d'un egaliseur d'amplitude 221, d'un egaliseur de phase et d'amplitude 
20 residuelle 222 et d'un egaliseur fin 223. 

2- Emetteur et recepteur selon la revendication 1 , caracterises en ce que le 
signal transmis par le(s) souscanal (aux) de synchronisation contient unc sequence de 
synchronisation de supertrame et une sequence de synchronisation d'hypertrame. 

3- Emetteur selon la revendication 1, caracterise en ce que le signal de 
25 synchronisation et de donnees de service est transmis par modulation do I'enveloppe. 

4- Recepteur selon la revendication 1, caracterise en ce que Tenveloppe du 
signal de synchronisation et de donnees de service est utilisee pour produire un signal de 
commande des instants d'echantillonnage du recepteur et de synchronisation de trame. 

5- Emetteur selon la revendication 1, caracterise en ce que le modulateur 
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OQAM 120 introduit dans le signal de chaqiie souscanal et a chaque supertrame 
une couiie sequence fixe. 

6- Egaliseur de souscanal 220 scion la revendication 1, caracterise en ce 
que I'egaliseur de phase el amplitude residue-lie 222 a ses coefficients mis a jour a la 

5 cadence de la supertrame, en ulilisant comme signal de reference la sequence courle 
fixe introduite par remetleur. 

7- Egaliseur de souscanal 220 scion la revendication ], caracterise en ce 
que Tegaliseur fin 223 est du type d'un egaliseur dirige par la decision. 

8- Emetteur et receplcur selon la revendication!, caracterise en ce que les 
10 donnees pour 1' affectation des bits dans les souscanaux sont transmises a chaque 

hypertrame et les nombres de bits porles par les souscanaux sont confirmes ou modifies 
a chaque hypertrame. 

9- Emetteur et recepteur selon la revendication 1, caracterise en ce que le 
meme signal d'entree est applique a deux souscanaux ou plus dans Temetteur et les 

15 sorties des egaliseurs de souscanal 220 correspondantes sont combinees pour produire 
un signal dont les donnees sont extraites. 

10- Combinaison de signaux de souscanaux selon la revendication 9, 
caracterisee en ce que la combinaison consiste en une sommation ponderee, les 
coefficients de ponderation etant les inverses des puissances de dislorsion totale 

20 estimees, et les donnees sont obtenues en prenant le signe du resultat de la sommation 
ponderee. 

1 1- Emetteur et recepteur selon la revendication 1 , caracterise en ce que 
les coefficients dans les bancs de filtres 130 et 210 sont tels que la reponse du filtre 
prototype satisfait les deux premiers criteres de Nyquist. 
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AHSTRACT 
Orthogonal wavclcis have been applied to 
cojnmunicaliuns since the early 9(Vs. In this paper, we prove that 
the Hilben transform of a wavelei is onhognnal lo its linic shifts 
and it is also orthogonal lo the corresponding wavelet and ii.s 
lime shifts. On the other hand, since the Hilbeil transform only 
shifts the phase of the wavelet function by 90-dcgree, the 
magnitude spcctnims of the wavelet and its transform are the 
same. Tliereforc they are located im the same frequency band. In 
order to utilize the above propenies, we propose to use the 
wavelet and its I lilbcrt transform for waveform encoding of data 
bits. With ihib, we are able to double the bii rate williout 
increasing the bandwidth or affecting the bit error rate (BER). 
Daubcchics wavelets are used in the analyses of the proposed 
sysienK 

I. INTRODUCTION 

Wavelets started to be applied lo the communicalion area 
in ihe early 90' s. Since the Nyquisi first criterion is saiisficd by 
wavelct.s, cnniinuon.*; lime vvavclci waveforms arc used lo 
represent digital symbols in |2|. |3|, (41 and |8|. In |2J, Gandhi 
proposed to replace a rectangular waveform in polar (baseband) 
signal wiih a suiiable wavelet function. Then, this scheme is 
generalized to include both scaling functions and wavelet 
functions. At the receiver, decoding xf^ po.«isible, due to the self 
and cross orthogonality of the wiivelets and scaling functions. In 
this system, while ihc bit error rate remains equal lo that of 
RPSK format, the data rntc is doubled and ihe overall bandwidth 
is doubled as well. Since the bandwidth is increased, this system 
is not bandwidth efficient. 

We propose to use a wavelet and its Hilben transform for 
waveform encoding t»f the bits. T!ie Hilben iran.sforni of a 
wavelet is onhogonal to its time.«ihifi.s and it i;; nl.so onhogonal to 
the corresponding wavelet and its time shifts as we prove in ihe 
appendix, hence, decoding of the bits at the receiver is possible- 
withoiit inicrfcrencc. Also they occupy the same frequency hand, 
therefore, we are able to double the bit rate without increasing 
(he bandwidth or affecting bit eiTor rale (BER). Before starting 
the design of the system, we will briefly review the basics of 
wavelets and IHIben transform. 

II. REVIEW 

Wavelets: 

Wavelets are unit energy bandpass functions. Assume 
\y{t) is a wavelet function. A scaled and time shifted wavelet 
w'nii) i.s given by »«>fO=Mf 2'(-A; for some integers / and Jt. 

It can he proved that the inner product between 
and wiy^it) for some integers i.kJ.K is given by 



Tlie above equation implies thai scaled and lime shifted wavelets 
M'iMt) for different (i,k) values arc onhognnal lo each other. 
Wavelets can be represented in terms of unit-energy lowpass 
functions, called scaling functions 0jjt). The equation which 
.shows the relationship between different dilations of scaling 
function, is called the **dilation equation*': 
w-i 

4»U/7)^2^c{n)ip{i'n) (2) 

n=0 

Another cqiiniion that shows, the rclntion.shtp between wavelets 
and scaling functions is the **wavelei equation**: 

M'(//2) = 2^ -n) (3) 

Here, the dfnTs and c{nys are highpass and lowpass filter 
coefficients of filler banks respectively and N is the number of 
finite impulse response filter (FIR) coefficients 16). 

There are many families of wavelets. Here we use the 
well-known Daubcchics wavelets 1 1 1. A Dnubcchies wavelet Df^ 
. N>2 and even, is time limited in the interval \0,N'I\. 

Hilbert TratLsrorin: 

Hie Hilbert transform is described in the fiequcncy 
domain by the transfer function, 
- j m > 0 

//(<o) = -isgn(w)= 0 a) = 0 (4) 
J (o<0 

It folio W.S that 
|«H-I 

\-ji/2 (o>0 {5) 
\n/2 (o<0 

We represent the Hilben Transform (HT) of a wavelei by 
\Vi,(t), i.e.. wUi)='HT/w(t)J. Hilben transform of a wavelet has the 
propeny of lime shift onhogonuliiy, i.e.. 



(6) 



Also wavelets are onhogonal to the corresponding time shifted 
transforms i.e.. 



(6) and <7) are proved in the appendix. 



IH. SYSI EM DESIGN 
In the BPSK modulator, a binary is encoded by a 
pulse h(i) of lime duration T^, and a binary *' - 7 " is encoded by - 
/i(t). Hence, ihc baseband BPSK signal is given as 
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where hO) is a coniinuous lime pulse, Tlic bii rate is fii.= i/J\. 
We replace b{i) wiih \\'({) nnd M>,ff; funciions of lime iluraiion 
(N-HTi,. ''"he composite signal is 

^,.(0 = X " - ^^''^ 

where and /iJJ are zero mean individually and jf»inily 
independently random variables with pi 1)^1/2 and p(-J)~J/2. 
ihc block diagrams of llic transmiiier and receiver is given in 
Fig. ). 



II.— I 
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Fig. ] Stru€:ture. of Transmitter and Rrcriver 

On the receiver side, the bils which are encoded by wit) 
and wmO) overlap. Moreover, the neighboring bits overlup. 
because ihc. limc duration of Ihe waveforms {{N'J)T,,), is longer 
than '/;=///?/,. Fononaiely, decoding of the bits is possible due lo 
(1). (6) and (7). In Additive White Gaussian Noise (AWGN) 
channel, ihe bit error rate is equal to thai of BPSK. Therefore, the 
data race is doubled. 



Magnitud* 




Fig. 2 Output of the matched ft! ter 



As an example, we eiKOdc the bits A\ ( 1,0.0,1) using a 
wavelet and the biis fiV <M,0,l) using the Hilben iraiisform of 
D4 on Ihe same channel. On the receiver side, there arc two 
maichcd fillers with impulse responses w(3Tr-i) lo decode the 
/Vi bits and wtJlSTrt) to Jccode the B'l bits. Tlic output of the 
matched filter. \\%{3TrO, is depicted in Fig. 2. Decoding in the 
receiver is possible due to Ihe self and cross orthogonality 
properties of the wit) and w,,(t) funciions. 
Power Spectral Density (PSD) 

Here wc will derive the PSD of the composite signal in 
(9), which contains both ihc wavelet waveform and ils llilberi 
transform. First wc rewrite it as 



where5,,(/) = - kT^,) "0> 

andS„.^0)= ^ B LWi^it-kll^ 

Since these two signals are independent, ihe PSD of the 
composite signal may be written as the sum of ilicir PSO, i.e.. 
<l>vc {0})=^<t>.. Uo) + <l>^ (ai) (10 

ct) (Vi)) is \hc Fourier transform of the snitocorro.Iation 

furiciioii i)( Sjt). By following a similar procedure as in 15]. the 
autocorrelation function ofSjt) is given by 

<I>S,^^. (/ + r, I) = ^ /:{ * S^Ai + T)\ 02) 

Tlie elements of ihe data hits are independent random variables 
such that EiAi)^0, E{{Aifl^I. L<lii)^0 and £/f /iJ-V= /The 
auiocorrelaiion is periodic with Ti^ 

<p (/ + r + mrj[,./ + wr|,) = 0^. ^. 0 + T,../) /M = +l.+2.... (13) 

Hence Sjt) is a cyclo.staiionary process. Since the 
auiocorrelaiion depends on both variables / and t. ils frequency 
domain rcprcscniaiion requires ihc use ot* n two-dimensional 
houricr transform. One approach is 10 conipuie ihe lime average 
auuKorrelaiion function over a single period. Tlius. we eliminaie 
the dependence nf 1 using an average auiocnrrclation function. 
Since the bits are uncorrelaied with zero mean and variance 
Ihc Fourier transform of the average autocorrelation funciion 
reduces 10 



2 



(14) 



where 

it is the PSD funciion of wavelet based term. The PSD of the 
second term which is dependent on ivjt) can be found following 
Ihc same procedure and reduces 10 

(16) 



i |H',. (/,))!' and ifo) = 3( n-,, (/)} 
ITiercfore, ihe total PSD in (1 1) is 



" " * ♦'•ft 



1 



In (17), the PSD depends on the frequcnuy spccirums of wavelet 
function and ils Hilbcri transform. Since both W((0) and U^u).) 
huvc Ihc same magnitude specirunj, ihe specirums of Dn wavelet 
and the Hilbcrt transform of Ds shown in Rg, 3. no additional 
bandwidth is rcquiritd to transmit ihe extra liii. 
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Fig. 3 Ds and iis Hilbcrt Transfonn 

Moreover, we can increase the bandwidth cl'liciency ol" 
ihe sysiem by searching bciier frequency-localized wavclcis. In 
Pigurc 4, the PSD of D4, and Dfo arc compared. We 

calculuted the bandwidth B that contains 9y^Ji> of ihe total power. 
For the D4, Ds, and D,o wavelet based systems, B=3.25/Ti,. 
/.5/7'f,, 1.375/Ti, nnd 1.25/r,, rcspcriively. Therefore, by 
iiiciensing the order of the Daubechies wavelets, the bandwidth 
efficiency is increased. These bunds carry iwo bits, doubling the 
ciipaeiiy. for a given lime period. 
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Fig. 4 The rnmpnrison of PSD 's for Daubechies Wavelets 

Wavelet and lis Hilherl Transform Based QPSK 

Here we will show ihm a wnvclei and iis Hilbcn 
transforms can be used together on a QPSK sysiem. Wc first 
introduce a cujiventional QPSK: It is known thai orthoyonul 
carrier waveforms sin((0,.t) and cns((i}J) can be used to incrc;isc 
the transmission rate without jffeciing the hit error probability 
and increasing bandwidth in BPSK. The signal of a QPSK can be 
written as 

/Af J is the in phase und /Aj^^} is is the quadniture sequence of 
siaiistically independent bits. Since the in phase and quadrature 
bit sequence.'; arc niuiiinlly independent, it is c-'isy 10 sec ihnt { I8> 



is composed of two independent siynrtls. Therefore, the HIiR in 
this case, is idi::niical to the one described by tK). However, two 
chips are tran.smiiied in a given period, and ihns doubling the 
data rate. 

Using the [)revious idea, a QPSK type iransmiiicr and 
receiver using wavelets and iheir Hilben tninsfonns can be 
designed and the transmitted signal is then iiiven by 



(19) 



Hence, a total of four data sequences (A/ J. (Apl, Ihlj and fB^'} 
are multiplexed to yield a single signal. Clearly, this signal 
carries four bits of infurmatiun per bit duration TV whereas a 
conventional QPSK signal carries only two bits of information 

per r,. The BER of ( 1 8) and ( 1 9) are identical . 

III. CONCLUSION 
Wavelet and its Hilben transforms ba.scd sysiem 
increases the transmission rale without increasing the bandwidth 
of ihu system or uffeciing BER. In synLlirnnuus ease, using a 
matched tllter data hits can be recovered. PSO is derived and 
proved that extra bandwidth is not required to transmit an extra 
bil. By increasing the index of Daubechies wavelets, bandwidth 
efficiency can he increased. The drawback of the system is 
interference under liming cnors. When perfect synchronization 
is lost, interference will be greater than cimveniional njcihods. 
On the other hand, better wavelet waveforms in terms of 
bandwidth efficiency and inlcrfcrencc can be searched in wavelet 
theory. 

APPENDIX 

Proof off 6): 

Using Parse vuPs ihetircm. 



with 



0 w = 0 



(A2J 



e '^W{(n) 0) > 0 

Hence, (Al ) can be wriiien as 
0 

— u 

u ^ 

' — 0 



(A3) 



(A4) 



In 17], (A4) is xero. 
Proof of (7): 
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By ParsevaPs theorem, 



(A5» 



usiny (A2) 

0 



0 

0 - 

(» 0 . 

Since \V(w) is symmetric, 

\W{ii})f =|U'(-riJ)l^ 
then. 

0 

^j\\V((i))\'sincok(iM 



(Afi) 



CA7) 



(A8) 



'I1ie last integral split into an infinite number uf 2n intervals, 
using the pcriiKficity ofsineok. 

2n « 

(yyvuo+2mi)\'<\nfttkiJfi} (A9) 

Here we prove that ^JW{co + 2nn)\' is ccwistam. Then ihc 

integral of the sin function from 0 to 2n is zero for integer values 
of*. 

ITie diliJiion equation (2) and ihc wavelet equaiinn (3) in 
the frequency domain are 

0i2a})^ Ci(o)<tf((o) CAIO) 
W{2(0)=^ 0{w)<p{<0) (All) 
where C((i}) and DiM) are the Fourier transform of the 
filter coeflicienis r(/i/s and d(nys> respectively. For 
orthogonal wavelets, the following equations are sulisfieil 
161, 

\C{0)f ■^\Ci(t)-\ nf - I (A 1 2) 

\DK<i)\\' H \D((i) + /r)|" = i . (A 13) 

Since C{(n) is periodic on 27i, (A 10) c;m he. written as 
4>{2n} + 2jui) ~ Cio) + nn)(p{,(o + /di) 

|C(ftj)(/)(oJ + 2^) ifn = 2A (AM) 
~ I C (o) + TT )^Uo + 1. 2 A: + 1 m J // n = 2A: + I 
Squarinu: both sides anil summing from 0 to infmitc 



^|^( 2(0 + ljunf - |C(a))|^ Xl''''*'*^ ^ 



+ \Cuo + ;r f + ^ + f 

Wc del inc. 



<AI5) 



(A 1 6) 



then A( 1 5) can he written as 

A<2ri)) - |C<cu)f + |C'(tt) + ;r )p Mo) + ;r ) (A 1 7) 

It has been proved in |6| that (A17) with the constraint of (A12) 
gives 0 constant value of /lf<r)>. 

Now, we write (Ail) as 
Wi2w + 2jDi) = Dicj + jQi)(l>{w + 7D\) 

\DUo)i*>{a)'\-2TA) if ft = 2k (Al8) 
~ 1 1X(0 + ;r )tp{(0 + (2A- + 1 );r) // /i = 2/: + 1 
Squaring both sides and stmriming from 0 to infinite 

2\H2ri>+27P/)|' =|ar<J:("2<^V/H2ni'^^ 

;i=n Jt^ 

(A 1 9) 



we define 



(A20) 



then (A 19) can be wriiien as 

/?( 2m) = |0( A(<i)) + \D{(0 + ;r)|~ A (w + ;r ) ( A2 1 ) 

Since Af^i)) is a constant value and using (A 1 3). [i{2(0) and B{(0} 
are also constant values. Tliis c<mipleies our pri)of. 
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